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СВОЙСТВО ВЫЖИВАЕМОСТИ ДЛЯ СИСТЕМ
С ОБОБЩЕННЫМИ ФУНКЦИЯМИ
§ 1. Свойство выживаемости для обыкновенных дифференциальных
уравнений с обычной правой частью
Пусть I ⊂ R — открытый интервал, G ⊂ Rn открыто, M ⊂ G замкнуто, Ω = (t0, T )⊂ I —
открытый интервал, функция f : I × G → Rn непрерывна по t и липшицева по x . Как
известно [1-3], решение x(·) обыкновенного дифференциального уравнения
x˙ = f(t, x) (1)
такое, что x(t0) ∈M и x(t) ∈M для всех t ∈ Ω называется (глобально) выживающим в M
(на Ω ). Если любое решение x(·) этого уравнения при условии x(t0) ∈ M является выжи-
вающим в M (на Ω ), то говорят, что M обладает свойством (глобальной) выживаемости
(на Ω ) для (1).
Для управляемой системы
x˙ = f(t, x, v), x(t0) = x0, v ∈ V (2)
свойство выживаемости тесно связано с задачей избежания столкновений с множеством
R
n \M (см. [2, 3]), то есть задачей нахождения управления v∗ ∈ V такого, что при v = v∗
решение (2) выживает в M на Ω∗ = (t0, T
∗) , где T ∗ — наибольшее.
Вопрос о выживаемости для (1) на Ω решается нижеследующей теоремой М. Нагумо [4]:
Пусть ηi : R
n → R непрерывно дифференцируемы ( 1 6 i 6 m ), определим
M = {x : ηi(x) 6 0, 1 6 i 6 m}, Lx = {i : ηi(x) = 0} ⊂ {1, . . . ,m}.
Пусть система {η˙i(x)}i∈Lx ⊂ R
n линейно-независима для каждого x ∈ ∂M . Если
(η˙i(x), f(t, x)) 6 0 (i ∈ Lx)
для всех t ∈ Ω , x ∈ ∂M , то M обладает свойством выживаемости для (1) на Ω .
§ 2. Свойство выживаемости для обыкновенных дифференциальных
уравнений с обобщенными функциями
В [5] было введено пространство T ′ обобщенных функций с динамическими основными
функциями, допускающими умножение на разрывные функции. Пусть T n′ — пространство
n -значных обобщенных функций, Cn — пространство ограниченных непрерывных n -значных
функций.
Рассмотрим в T n′ обыкновенное дифференциальное уравнение с обобщенными функциями
x˙ = f(t, x) + g(t, x)v, (3)
где f : I × G → Rn , g : I × G → Rn×n непрерывны по t и липшицевы по x , обобщенная
функция
v = w +
∞∑
k=1
〈
ck, δ
αk
τk
〉
,
где функция w ∈ Cn(I¯) , {τk}
∞
k=1
⊂ I ,
∑
∞
k=1
|ck| < ∞ , δ
αk
τk
∈ T n′ — дельта-функция,
αk ∈ C
n(J) — форма дельта-функции (см. [5]), J
.
= [−1
2
, 1
2
] , 〈, 〉 — покомпонентное про-
изведение векторов. Решением (3) называется динамическая функция x — отображение
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I ∋ t → x(t)(·) , удовлетворяющее некоторым дополнительным условиям [5, 6]. Если
x(t)(·) ≡ const для всех t ∈ I , то отображение называется обычной функцией.
Решение начальной задачи (3), x(t0−) = x0 , существует и единственно в T
n′ .
Если ck = 0 ( k ∈ N ), то x является обычной (абсолютно-непрерывной) функцией–
решением уравнения с обычной правой частью. В [6] показано, что x(t)(·) 6= const тогда и
только тогда, когда t = τk ( k ∈ N ) и ck 6= 0 , то есть x(τk)(·) описывает траекторию в точке
τk сосредоточения дельта-функции.
О п р е д е л е н и е 1. Назовем решение x уравнения (3) такое, что x(t0−) ∈ M и
x(t)(s) ∈M для всех t ∈ Ω∪{t0} , s ∈ J , (глобально) выживающим (на Ω ). Скажем, что M
обладает свойством (глобальной) выживаемости (на Ω ) для (3), если любое решение x , где
x(t0−) ∈M , является выживающим в M (на Ω ).
Т е о р е м а 1 ([6]). Пусть система {η˙i(x)}i∈Lx ⊂ R
n линейно-независима для каждо-
го x ∈ ∂M . Если выполнено неравенство
(
η˙i(x), f(t, x) + g(t, x)v
)
6 0 (i ∈ Lx)
в T ′ для всех t ∈ Ω , x ∈ ∂M , то M обладает свойством выживаемости для (3) на Ω .
Рассмотрим управляемую систему
x˙ = f(t, x) + g(t, x)v, x(t0−) = x0, v ∈ V ⊂ T
m′ (4)
Задачу нахождения v∗ ∈ V такого, что соответствующее решение (4) выживает в M на
Ω∗ = (t0, T
∗) , где T ∗ — наибольшее, назовем импульсной задачей избежания столкновений.
П р и м е р 1 ([6]). Пусть I = (−1,∞) , G = I × Rn . Пусть η(x) = x2 − 1 , то есть
M = [−1, 1] . Рассмотрим систему
x˙ = x− v, x(0−) = 1, v ∈ V
.
=
{
v ∈ T ′ : v > 0,
∫
1
0
vdt 6
1
2
}
.
Тогда импульсная задача избежания столкновений имеет решения
v∗ =
1
2
δα
∗
0
, α∗ > 0,
решение в обычных управлениях не существует.
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